Dynamique des structures

1° Systeme a masse et élasticité dissociées

® =Vk/m
AN BN

x(t)
f(t)

\4

2° Systeme a masse et €lasticité associées

f(t)



I Systéeme a masse et élasticité dissocié

1° Systéeme a un d° de liberté

LL

x(t)

bR

YFx= | -kx —cx’ =mx”’
| F(t)

e Systeme libre non amorti

m x(t)

Mx” +kx=0
X=acosmnt+bsin mnt

Ol @, =Vk/m est la pulsation propre (rd/s)
a et b dépendent des conditions initiales



Ex:

x (0) =x¢

x (0)=0=>b=0

X= X( COS Wyt
période T = 211/ (s) fréquence : f=w/211

e Systeme libre amorti

x(t)

e mx’+Cx’+kx=0
o X +C/mx +wnx=0

C/m =2 awm, avec o facteur d’amortissement
x = Pr[Ze"] avec 12 = - @ pour 0<1 <> r complexe

e 2420+ W, =0
Pour o<l 11,2 =-0m,+im, V 1-a

o>1

X = Pr(Ze"" + Zpe™) /
x=A e sin (V1-02 oyt + )

O<axl1



e Systéeme forcé :

mx (1) +Cx’ +hx =F()
x(1) = A "™ sin (@ t + y) + sol particuliere (F(t))
x(t) = sol particuliere F(t) pour t=oo

Ex:

F(t)=Fsin Q t moteur avec balourd
Solution :

x(t) = x sin (Qt — @)

X (H)=x Q cos (Qt—¢)x’(t) =-x Q sin ( Qt — @)
X : Amplitude

¢ : Déphasage on =Vk/n

N
tg @ = (200 Q/@y)/(1-(Q/®,)?) = 2000, £2/(w,2 -Q2)

X/(F/K)= 1N[1-(Q/0,)2]2 + 20/, )?
X/(F/k) = 1N(0?, - Q2)2 + (10Q0,)?)

X/(F/k) 4
1
. Qo
¢
1
A
H pa—
72 |
0 |-
1
X1(t) Xz(t)
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Principe Fondamental de la Dynamique

Masse 1
Fi(0) - kxi- k(x1 - x2) =m X’y
\Y ERN

Fa(t) — k(x2 —x1) —kxo = mx’’,

2 Systeme a 2 d° de liberté

2.1. Systeme non amorti

Mx’’ + 2kx;| — kx, = Fi(t)
MX’,Z — kX] + 2kX2 = Fz(t)

Remarque :

Sous forme matricielle :

Mx’+Kx=F

Im O . Ix41 + 12k -kI . Ix4l = [ Fi(o)l

[0 ml x5l |-k -2k | X5l | Fo(t)l

Matrice Vecteur Matrice  Vecteur Forces

Masse Déplacement de Raideur Déplacement Généralisée

e Mouvement libre (F(t) =0)

X=Xe" ou x;=X;¢e"
XQZXQGn

ou x;=A;cosmnt+B;sinmnt
X>=A,cos ®nt+ B, sin on t

(mr2+2k)X1—kX2:0
e kxl+mr2+2kX2=0

Mr2+K)X =0
X=0 ou det (Mr?+K) =0



Det | mr2+2k -k | =0
| -k mr? + 2k |

(mr? + 2k)? - k? = (mr? + k)(mr? + 3k) =0

* r2=-k/m =-m2 etr?=-3k/m=-0?
rl =xi(w) 2=1%i(m)

® pourr?=-k/m
kX] — kX2 =0 => X 1=X»

° kX1+kX2=O

Vecteur normé :

X1 (N2)/2
| (V2)/2

pour rp? = -3k/m

= —kX]-kX2:0 = X; =-X
kX; -KX;=0

Vecteur normé :

X 1(V2) /2
1 (N2) /2

Solution générale

eim2t -im2t

X1 (t) — Oﬂleimlt+ Ble-im1t+ o
Xs (t) — alew)lt+ Ble—lo)lt_ o

+ Bze
eint_ BZ eiw2t

X1 = a;co8 Mt + bysin Mt + axcosnt + bosinmot
X2 = a;C0S Mt + bysin Mt - a,cosMht - brsinmyt

Théoreme de I’énergie

Methode des éléments finis
Energie potentielle

Ep (Us) < Ep (U) V U CA avec U= Ud sur d; Q



Résistance des matériaux

Energie complémentaire

Ec (o) <Ec (6) V 6 SA avec div 6 +fd =0 Q et on = Fd sur 9, Q

Dem

E, U=Us+ U

U=Uy4 U, =Uyq Up=0
0:Q 01Q 01Q

Ep (u) = %2 o Trle(U; +Up) K & (Us + Up)] dQ - of fs (Us + Up)dQ - pnalFa(Us+Ug)dS
= E, (Uy) + %2 oI Tr[e(Ug)Ke(Vo)ldQ + of Tr [6(ug)Ke(U)IAQ - offUnd€ - axafFaU,dS

Up=U* =>TPV

Approximation

U, =X au;

Les ai minimisent E,(U,) =>U, : C.A.
Dem :

E.

0 =05+ 0p

Idiv 6 + f4 =0 Idivo+f4=0 Idivoy=0 dans Q
lon = Fy4 | o;n=Fd loon =0

| 0,Q I Q| 0hQ

E. (6 = 6, + 60) = 1/2 o[Tr[(c:+60) K (o5 + 60)] dQ

Eo(6=0+60) = 1/2 ol Tr[(c+00) K (65+60] dQ - 310/(0s + 60) n Ug dS
=E, (6y) + Y2 of Tr [60K ' 60]dQ + of Tr [60 K 6,]dQ - 510/00 n Uy dS

(fg) f'g=1g

fg’ = of div (o0 Uy) dQ - of div oy U, dQ
a0l 6o n U dS = 51[ 6o n U, dS + Jop n U, dS
o) 0 dQ =50 on; dS

TI'[GS] GlE=0ij¢&j
u.v=1U.Vj



Calcul préliminaire (1* dimensionnement)

1° Calcul de EC

E.(0) = Ec (05 ) + Y2 ofTr [ 69 K 60] dQ

2° Verification de ¢

o SA

3° Minimum Ec par ¢

Ec(o) > E. (05) <= Eq (60) >0
YoSA

Calcul des répartitions

Approximations
a u.
on =X a; 6i ( X,Y,2) 6, SA
i=1 A
Les a; minimisent E. (c,)

Ex Rdm :

R(X,Y,M) vérifient I’équilibre
M(X,Y,M)

JE(x,y)/dx =0
Iy = 0

4° Propriétés d’encadrement

E, (U) > E,, (Uy) = - E; (65) >- Ec(0)

Théoreme des travaux virtuels avec U* = Us ; o,

o o[ Tr[oe(Uy)] dQ + of f4 Us dQ + gaf Fa UgdS + 310/ 6,n UgdS =0

e (Y +%) o Tr[ose(Uy)]dQ = Vs of Tr[ K & (Uy) € (Uy) ] dQ
+ Yoltr[os K +0,]dQ
Y5 of Tr [ & (Uy) K & (Uy)] dQ

+ YaolfyUsdQ

+ Y530l F4 Uy dS

- Yol Tr[o,K'o]dQ
+ BIQIGS n Ud ds

= 0



* E,(U)-Ec(o)=0
Application:
Encadrement des propriétés mécaniques des matériaux composites

5° Application du théoreme de 1’énergie potentielle ( poutre en flexion)

Hypothese de bernouilli

On cherche le déplacement suivant : y : v(x)

Ty Px

V(©0)=0
®(0) =dw/dx (0) #0

Théoréme de I’énergie potentielle Vn(x) C.A.

n .
Vo=X a; x'
i=0

:a0x0+alx+azx2+

V, CA =>
Va(0)=0=>ay=0
DV,/dx(0)=0=>a;=0

1 iere Approximation V, = a)x?

E, (V2) a, minimise E, (a»)
ViCA = JdE,/da, =0

E,(v) = Y2 of" EI (v?*)2 dx — F4 v(L)
Ea(v)



Vz = 2212
Ep(V) =1 El4 2122 L- Fd a 1.2
aEp/ 8a2 =4EILa,-F312=0 =>a,=F4L/4EI

2 ieme approximationVs(x) = ax2 +a; x> C. A.

V’3=2a+6a3x

E,(v) = V2 EI o[" (2a; + 6a;x)? dx — Fq (a L2 + a3 L)
OE,/da; = 0 = EI o" 2(2a, + 6a3x) dx — F4l2 =0
OE,/da; = 0 = EI o[" 6x(2a; + 6a3x) dx — FaL’ = 0

El (4 aL + 12 a3 L2/2) = Fyl.2
El 2% 62,22 +6*6a;L°/3)=FyL>

Ay = Fdl / 2EI az = —Fd / 6EI
ar X22 + a3 X322 + ag X42

3 |

Mf = F(I-x)

El v’’ = Mf = F(L-x)
El v’ = F(Lx — x%/2)
Elv =F (Lx¥2 — x'/6)



Methode analytique

EnL y(L)=0 ¢ Y,LY6EI-PI’/6EI + PIL?2EI + K5L + K,
Enl y(I4) =y (-) < YAl22EI + K; — Y12/2EI + PI?/2EI - PI?/EI - K3 = 0
y(14) = y(I-) < YAI’/6EI — PI*/6EI + PI12/2EI + K3l + K,

lere Intégrale

y’ = YAS?2EL + K,
y’ =-YaS?2EI - PS?/2EI + PIs/EI + K3

2 iéme Intégrale

y = YAS?/6EI + K;S + K,

y = -Y AS*/6EI — Ps*/6EI + PIs?/2EI +K3s +K,
y’ (1) = -PI2/2EI

y (1) = YAI/6EL + PI’/3EI = (Y /2 + P) I’/EI

T => y’ 9
Mf =>y’
U=>y

1 0 -sino
01 coso
00 lcosx

P=[0PIP]
C=sin|[]

Methode analytique
LOng!



Chapitre I1I - Introduction a la methode des
¢léments Finis (MEF) ang (FEN)

I) Introduction

a) Principe

Approximation :

1) Découpage en éléments finis
2) Choix d’un champ de déplacement
3) La meilleure approximation minimise E, (App.)

U, = Xa; ¢i(X,y,2)
Min E, (aj) => JdE, / da; = 0
U,=CA

Méthode de Ritz Galerkin:

@; trés réguliere et définie sur tout Q (polyndmes en 1D x,x2,x"...)
Methode des éléments finis :
@i peu réguliere et définie sur une partie de €2

ex :ID

VAN
o

Un(X) ED) Ui Qi (X)
i=1

\4




Propriété

U, (%) = U191(x5) + Uaa(x;) +...4+ Ui19i-1(Xi) + Uii(Xi) + Uip19i41(Xi) +...4+ Up@n (X))
U, (xj) = U; Coeff de la fonction ¢;

b) Formulation matricielle
avec:
n
U, =2 Ui (X,y,2)
i=1
Ep(Uy)
U, CA

U, = Uq sur 0,Q
U, = Ug sur 0;Q

U0)=0 U@L)=0

Uu0)=0 Un=0
Th Ep élét fini

Th Ec poutres

E, (Uy) = 1/2 o Tr [ (ZUy) ¢i Ke(ZUjp)] dQ - of fa (X u; ¢5) dQ - of Fa (Z Ui ¢y) dS
Eq (Up) Travail des efforts donnés dans U,

€X

U, =Up; + U
e (Un) =U; e (@) + Uz e (02)

nn
Ep(U)=12X X uujof Tre () Ke(g)]dQ-X ui[ of fs ¢; dQ + 3,Q[ Fy ¢;dS]
i=1j=1

€X :

172[ us? of Trle(912)Ke(92)]1dQ + Ux2) Tr[e(92)Ke(92)1dQ + 2U, U, of Tr(e(@1)Ke(92)dQ]



nn
Ep= 12XX U Uy Kij.ZuiFi
i=1j=1

N

ou
Kji = of Tr [e(¢)Ke(g)] dQ
K matrice de rigidité dim (nxn)
et
Fi= of fi¢idQ + aal Fs¢idS
F Forces généralisées dim (n)
On définit également :
Uu: U
U,
Us
U,
E,=12U' KU-U"F
Ex:
Up=Ui01+ U2 ¢
E, =1/2 (U2K11 + Ux2Kiz + U UKy + UoU Kyy)

U U,
U,

IFil =172 [U,U]Ky; Kol U] - [U1,U]IF|
Ky Kool U,
E,=12U"KU-U"F
E,(U'=(U;,Us,.....,Uy)
Min Ey(U},Us,....,Uy,) < 0E,/du; = 0
ou
aEp/8U1:0 5 aEp/aUQZO S eeeeeaees

< KU-F=0



=> BEp/aulz 0= K11U1 + K12 U2 - F] =0
aEp/8u2 =0=K»yU, +K,jU; -F,=0

IKii Kl U TF I 10
I [ T R
Kiz Kl Uyl -Fl 10

KU-F=0
KU=F

Remarque :
résolution d'un systeme linéaire

*Cholesky
*Methode du gradient conjugué

¢) Méthode des éléments finis en 1D

Ex:
L

a »

—> —> —> —> —> —> —> —> —> —> —>

X
—

fd = cte

Calcul EF:
1 2 3 1=L/3

\4

\4

I |

\4



U, x) =Up @1 (x) + Uz 2 (x) + Uz @3 (x) + Uz 94 (X)
Uy, Uy, Us, Uy

E, avec U, CA =>U; =0V (uj,up,u3)
E, (Uy) = 172 o[* ES Uy dx - of" f4 U, (x) dx

Un(x)
N=ESU ,

Ey = 1/2 o/* Ng, dx
=1/2 o[* N%/ES dx

Eq=12]Tr[eKe]dQ
n n
Ea(Uy) = 172 o[* ES (X u; 915 ( uj @) dx
i=2 j=2

U, =U0 X))+ U2 (x) Uxx=U; @i x+ Uz 2
= 1/2 X u;uj /" ES @ix 0jx dx

Ky =ES o[" ¢2,2dx
=E /' (1/2 dx +/* -1/1)2dx + 0

Ky =2ES/

Koz = EsJ* (-1/1) 1/1d1
=F-S/1

Ky =0
K= 0 Ol

|0 0l
0 0 I

II) Introduction a la méthode des elements finis

1) Mef 1d Poutre en traction

TNZ

—> —> —> ——> —> ——> —>

fa Ny N,

\ 4




Trouver U(x) et N(x) | |

N=0«S

UX)=U; Q1 xX) + Uz Q2 (x) + U3 Q3 (x) + Uy P4 (x)

E, (U) =1/2o["ES Ui, 2dx - oJ* f; U dx
= 172 [Up, U3, Us] K Ual - [ Up,Us,Us] F

U5l

(U4l
ou

K = of" ES @i ¢ dx
et
Fi= ojL fd Qe dx
ex : R
(0]
K3
(P3,x=0

\4

Koz = o] ES @2 @3xdx = ES J* (-1/1)(1/1) dx
Ka3 = -ES/I

Ky =0

K12 -1 01l et Fl

-1 2 -11 I
10 -1 11 I

\4



Fi=fol"gydx =111

11

1172
E, (U, U3, Us) =12U' KU-U"F
MinE,/U KU-F=0 =>KU=F
En réalité (/ code EF)
E;sTotale =Y Ej el

= 1/2 oJ* ES (U,)? dx
=X 1/2 4 [ ES (Uq)? dx

Déplacement élémentaire
A Uj
U el
U:
i ]
Vij Ug= : U;
Ui !
12! | 12
1 i
¢i
Gi=-1/1x+1/2 Ui ;
i ] j
i 1
;= 1/1x+1/x U; !
Ua=Uiogi+Ujo : ]

= U; (-1/1x +1/2) +U;(1/2x + 1/2)



Eqel = 1/2 ,/"* ES (U, el)? dx
= 1/2 ES /" (-Ui/1 + Uyl)2 dx
=1/2 ES/l (U2+U2-2UU))
=1/2 [U, U] ES/LT 1 -1 11U}

I-1 111Ul

Ed Tot = Ed1 + Ed2 + Ed3
Eqtot =1/2 ES/1 [ Us.1.Us + [Up, Us] 1T -1L1 U I+ [Uz,Ug] 11 -1 11U3l ]

-1 111 Us | -1 111Ul
=1/2[ Uy Uz Uyl ES/1 11+1 -1 Ol.1U; |
-1 1+1 -1I 1Us|
[0 -1 11 1U4l
=12[U, Us U4l ES1 2 -1 0 U,
1 2 -1 Us
0 -1 1 Uy
=12[ U Us Uy KU, |
| Us |
| Uy |
avecK=ES/1 12 -1 Ol
-1 2 -11
10 -1 11

De méme pour le travail des efforts extérieurs

" fiUdx = Xy of f3Uq dx

=Y (Ug) " Fy

al faUadx =f4 0] [ Ui @i (x) + Uj 9i(x) ] dx
=4[ U; 172 + Uj 1/2]

=[U; Ul fa/21 111
11



1 2| 3| 4
L
U'F=[U, Uz Ug] 4 1721 141 |
[1-11
[ 1 |
Min E,=>KU=F
ESN1 12 -1 0Ol 10l [ 11
-1 2 -1 1031 = f4 [ 11
0 -1 11 10Uyl [1/2 |
Y ligne =>U, = 5/2 f412/ES Solution
Us = 4 f412/ES Element
Us = 972 £312/ES Finis

3 (éléments)

Solution Exacte : RDM
fq

Sb> —> —> —> —> > —> —> —> —>

A
A 4

N,

dR/dx+R4=0
dN/dX1+fd:0

N =-fyx + cste
N(L) =0 = /f4LL + cste
N =13 (L-x)

=ES U,
=fq (L-x)

ES u =f; (Lx — x%/2) + cste
U(0) =0 = cste
U(x) = f/ES ( 31x — x%/2)



(]

Remarque

U ram (1) = 5/2 £4 12/ ES = U,
U wam 21) = 4 f312/ES = Us™F
U ram 31) = 9/2 £, 12/ ES = U,F

U(X) U rdm i

i_____________L\.)_____________‘___4
—
L e
—

\ 4

o caractérise la qualité de la solution E F
Si o est grand => raffiner le maillage ( mettre plus d'éléments)

2 Eléments Quadratique

Ug=ax2+bx+c
Ug=ax+b

Ug=ax2+bx+c
U o =U; ¢i(x) + U; 9j(x) + Uk 9x(x)

y

Pk

\4

L E

\4



0i (-172)=1=2a;(1/2) + k; (-112) + C;
(pi(0)=0=ai++bi+0+Ci
o1 (I/2)= 0=ai (I/2)> + bi (1/2) + Ci

Eléments lineaires

Remarque
(0]} A A A 05
IT\T\ A A /T/ 1
—— A
U; A 4 A L4 i 4\ U,
\1 \4
v
%
A
\'

Ux) =U; ¢ (x) + Uj 9 (x)

Les fonctions ¢; sont les coordonnées barycentriques
en 1D

M (M) =1 M(M3) =0
M M)=0 MMy =1
| || |
| [ |
M \Y M»

En 2D:
M,
X 0 XM

M, / \ M;

OM = OM1 7»1 (X,y) + OM2 7\.2 (X,y) + OM@ 7»3 (X,y)

€Xx:

M=>M,; 7\.1:1 M=>M, 7»1:0 M =>Mj3;
=0 M=1
A=0 A=0

= 7\.1:211X+b1y+C1

OM = OM] (pl(X) + OM2 (pz(X)

@1, (P2 OUAethy

1l
I =
— O

[SSIEN o]



I1I) Elements quadratiques: Polynomes de degrés 2

UX)=ax,+bx +c¢
3 Coefficients => 3 nceuds

Q

+1

s

2%

21

[e]

v de
oS- S|
S I
2 N RS
+ e &o
— -
S g ~a
SR, Q=
+ B —
+ S o T
s L — I «M«.AJ«.AJ
) s Il ~ ~ o~ T
> & 298 se2 / J
— 2 S Aot T D S da
OIS 5 T I I - = 7
) S S S S & &S

Uy

Uj
Uy

12 12 _[ 2 ES (Ull Oix + Uj (Pj,x + Uk (pk’x)z dx
1 K* '

172 2 [ ES (U )2 dx
1/2[ U; U; Uy,

K =ES/ 3.1

Ed el



I1V) Méthode des éléments finis en 2D en élasticité

(Pb en contraintes planes, Déformations planes)
Ux,y.z) => U (X,y) | u (xy)
v (X.y)

2

b AL

U (x,y) =X Uiy (x,y) => EP"

On écrit 1'Ep par élément

EP' = ¥ Ep® => Ed*



1) Elements triangulaires bilinéaires

= polyndme de degres 1 => P1

k Uy
Vi

iy iy
\ v

U (x,y) = Ux,y) = u; ¢i(X,y) + U 9 (X,y) + Ux @k (X,)
V(X,Y) =Vi (Pi(X,Y) + Vj ¢ (X’y) + Vi @k (X’y)

Fonction de base

¢i (X,y) =i (X,y)
Qi(xi,yi) =1
Pi(x.y) =0
Pi(xkyx) =0

ei(x,y)=aix+biy+g¢

Qi(x,y) = /AT (yi — yi) X = (Xj = Xk )Y + Xj Yk — Xk ¥j
avec A = (Xi—x;)(¥j =¥k ) — (X5 =Xk )(yi—¥j)

Propriété

A =2 aires du triangle



Matrice de rigidité élémentaire

E, (U)

E(U)=12]Tr[ o (u) ¢ (u) ] dQ

1) Déformation plane
€2=0
o=Atr[e]ld+2ue
en 3D en 2D

tr[e3D]=tr[ €2D ] =¢exx + gyy

82D = Exx Exy
Exy Eyy
= U, 12U+ V)
12(Ux+ V) '
= U Qi(X,y) + uj ¢ (X,y) + uk ¢k (X,y) 172[u; i(X,y) + uj @; (X,y) + Uk Ok (X,y)
- Vi 0i(X,y) + Vi 95 (X,¥) + Vi ¢k (X,Y)]
172[u; 9i(X,y) + uj @5 (X,y) + ug @i (X,y) Vi Qi(X,y) + Vj 95 (X,y) + Vi @k (X,Y)
- Vi 9i(X,y) + Vi 95 (X,y) + Vi @k (X,¥)]
Dp.

Eq® = 1/2] (0 (&) xx + Oyy (€) Eyy + 2 Oyy £xy ) ds

Oxx =((A+20) e +AEyy)
Oy =((Aex+(A+2u) ey
Oxy =(2H8xy)

ED® = 1/21][(A+20) (&xx2+8yy2) + 2L e ey + 44U &y 2] ds
=12[U, Vi, U, Vi, U, Vil K U
X, Xjs Xk Vi
Yi Y Yk Uj
Vj
Uk
Vi



K =1/ [(A+2u0) @ix2+4p 1/4 (¢ij) 2] ds

ex : U2=0 Uz ?

' V2=0 3
) V3?;

3
1
2 Us=2?
Ui=0 V=2
V1=0 il »
1

Edi=12[Us V3 ][ K] Us

A\
Ed,=1/2[ U3z, V3, U4, V4 ][ Ky ] U
\%
Uy
V4

Ed' = Ed, + Ed,
= 1/2[ U3, V3, U4, V4] Ky Us

Ky V4

U'F=[Us, V3, Uy, Vy ]

o Mo T

Minimum Ep & KU=F



[ K°]=2EI/ 1

Fl=p2 1
12/6

12/6

Wel=( )(Fel)

6

31 212

6 -31 6

31 12 -31 212

Eq=1/2 (i1, 01, v2, 0)

[K] v
0
A\
0,
2EII? Vi
01
V2
0,
V3
03

Ed=Ed; +Ed, =1/2 (0 0 v20,) [ Ky ]

Wext:Wext1+Wext2

=[ K33 v22 + 2 K34 v2 02 + Kyy 0,2 ]

P/2

Vi

6,

V2

A

\4

1 2
| | |
| | |
V) = 0 Vo V3= 0
0,=0 02 03
0] +1/2 (V292093)[K2] \'%)
0 0,
\'%%) 0]
92 e3




Ed=1/2(00v,60,00;)[KG] |0
0
V2
)
0
05
K
2EI/I * K,
6+6  -31431 31
2E1/
31431 2124213 12
31 12 212
12 0 31 V)
2EI
T f 042 P 0, =P12
31 12 212 \o,

Vi
0
A\
0,
V3

03

=P/2

21

0

-12/

Fi

F

=P/2
1 1
2 12
) )
12
)




492+63:0 => 922—93 /4
12 v, + 31 05 =PI* / 2EI
31vs+120,+ 212 =-PI°/ 24 EI

12 v, + 31 05 =PI* /2EI
3vy+10,+210; =-PI1*/24 El

12v,+310; =PI* /2EI
3va+7105/4 =-PI*/24EI

12v,+310; =PI* /2EI
12v,+710; =-PI*/6EI

410; =-2/3PI*/EI

0;=-1/6 PI*/ EI
= -PI’ /48 EI

% maillage a 1 élément : idem
idem valeur exacte RD1

» Exacte °4
2 éléments ; 2 fonctions du 3° degrés
1 élément : 1 fonction du 3° degres

Remarque : I F

[K°] I
Wext=F92+M91

Section EF avec 1 élément

F.= 0
0]
Fo




3
2El/1 0
6 -31 \%) F
31 212 0> M

Si M=0 & 6v2- 310, = FI’°/2EI
3lv2+212 0, = 0

= 10,=3/2v,
= v,=FI'/3EI
dTo/dx +0=0
dMfs / dx + T,=0
Mf; = EI v,

Sections EF exactes confondues

—

Maillage 2 éléments => solution exacte




Exam de mécanique des structures

Partie 1: Etude de l'arbre en résistance des matériaux

a) déterminer les efforts de liaison en fonction de Cb ,M, L et o

A L B L C

Xa 0 0 0 0 Xp O 0
Ya 0] Fyn 0] 0] 0] Yp O 0]
0 0/ A 0 Cg /B M, 0 )C Zn 0 /D 0]
o=20°
Fr=CB /R

Fy =Frtan o
PES :

en D
Xa+Fr+Xp=0
Ya+Fn+Yp=0

Mg+Zd:O



=0

DAMARA+DB"*"Fg+DC~ARc+CBz+Ngz

=0

+10

0 M"MXA+10 M"FT+10 A10+10

10

0O IFN 10 10 10
[0 I|-L

YA

10

| Ng

Mg ICB

I-21

I-3L 10

=0

3L YA + 2L FN

=0

-3L Xa - 2L Fr

=0

CB +NE

Xp= -1/3CB/R
Yp=-1/3 CB/R tan o
ZD =- Mg

YA =-2/3 CB/R tan o
XA =-2/3 CB/R
Ne =-CB

et

b) Efforts intérieurs

A
Cn
Xa F % M, Yo M /\'
| | - | - | I -

A

Ya

= 3 7 1~
A & 2 2
C C ~ ~
& N m [aa] m o0
ﬂ_ A ﬂ_ A O A n_p n_p A = A
1 1
1 Il 1 Il Il Il
< < m o) n A
> > Z e >~ N
o e e e ---
-
L
-
L
-
L
-
L
D ||||||||| L v ||||||| L v |||||||||||||||||||| -
a - a -
> L > L
a - a -
> L > L
a - a -
> L > L
> > > > L H>
Q-m--m---- L S N S N e -
- a -
L > L
> > > —> —>!
- a -
L > L
- a -
L > L
- - pl -« L ploo
al dl
l |
[
al dl
l |
< < L
al dl
l |
AA <+« <4<« < < <
[\l o
~ - N ] ]
Z. = = = = =



b) Mf; 2 maxi

¢) Mf;2 2x + faible
(MF,2+Mf32) 1/2 => Mg
U(r) e, = aQe;

MFr=>N

e (Contraintes planes rete sur r
e axisymétrique (1, M, Z)

Ur)e;,=aQe;

Ep = Ep - Wext
=1/2p2MT0OJR tr (e Ke)rdr - e 2IT /R (pw?r) (a,) rdr

Notation ingénieur
€,0 => €0

Tenseurs ordre 2 (matrices) ordre 1 (vecteurs)

2D g g, Exy => £ &« OU £ &4
Exy Eyy Eyy Eyy
Exy 2eyy
G Oxx Oy =>0 Oxx OU O Ogy
Oxy Oyy Oyy Oyy
Oxy 20,y
Oxy

eq= 12 Tr[oce]=120c:e=1/206,"¢,"
€4 = 1/2 ( Oxx &xx + Oyy Eyy + 2 Oxy Exy)
1720 e€=1/2 6; &= 1/2 [ Oxx &xx + Oyy Eyy + 2 Oxy € xy |

(u.v)



Relation de comportement

c=Ke¢
=Keg

cij = Kijju €1
Iso:
o=A+v[e]ld+2u[¢e]
Kiiii=A+2u
Kiiz=0
K =4
en Not ing
c=Keg
ol = Kjj ¢
en 2D
0 Oxx AM2U A 0 gk

Gyy A AM2u 0 gy

Oxy O 0 uo gy

K : tenseur de hooke en 2 D, notation ingénieur, déformation plane

En contraintes planes
( Structure 2D>>>>1D)(plaques ou coques)
A7
Vel

X

(677, 6x7, Oyz) <<<( OxXX, OYY, OXY)



Relation de comportement

Tr[osapl=Tr[ocw] €7zz#0
Tr 6x Oy O = Tr ox Oy =
Oxy Oyy 0] Oxy Oyy
0 0 0]
en 2D ou en 3D
e= 1+v/Eo -vIETr[oc]Id
et 3D
o=ATr[e]ld+2ue
en2D:
Tr{e]l=1+v/Etro-2v/Etr[o]
Tr{e]l=1-v/Etr[ o]
en 2D
c=E/(1+v)[e+V/E E/(1-v) tr]e]ld]
=E/(1+v)[e+Vv/(l-v) tr]e]ld]
ou
c=E/(1+v)?[(1-v)e+V/E Etr[e¢]1Id ]
ou
O Oxx = E/(lv? 1 v 0 Exx
Oyy v 1 0 Eyy
0

Oxy 0 A2 2ey

M E F en 2D en contraintes planes

Gxxt Oyy

Us X3

V3 Y3
U Xi U,
Vi Y Vs

Y,



U u X1X2X3000 U1
v 0 0 0 MAaA U

Uu NT OT U
v OT NT \Y,

ou N Ni=2 et U U} et V V,
\%)
A\

Nz = 7\.2 U2
N3 = 7\3 U3

28xy:(u,y:v,x):N,yTU+N,XTV

e=gn = N,' 0 U=BU
Eyy 0 N,yz \Y \%
2¢,y N, N,

ED 4= 12[U", VT 1Ky U
\Y4

ED o = 1/2 4 6(e) . € ds (*h)

EDa=12df €' Keeds

12[U, V14l B"K;,Bds U

\%

objectif



en 2D tringle a 6 nceuds «—a

5 nceuds : base complete de degré 15
Lx,y.xy,x%y?

lasauteeq=12[U" V' ]el|[BTK,Bds U
\%

1

3
6
5
)
/
4
Ex N1
N; j j i Ni=M*2 (0 —1/2)

2

Ny =402

20\

% TN
o =




Quadrilatere a quatre nceuds ou 8 noeuds

Voir cours suivant
O

en 3D Tétraedre a 4 nceuds

ﬁ .

1,x,y,z linéaire

O
O

M, A2, A3, Ay

tétraedre a 10 noeuds
base complete de d° 2
K. : 30x30

Cube a 8 nceuds

Q\Q

\O
\
§




Cube a 20 noeuds

O
O

@,
O




Si Ep <<< Rayon

= Cp plan (xy)
= hyp pb axi

U=u(r)e: (m(r)e,) n'intervient pas
forme approchée

Ur)=UR

1°

UCA

U =0

r =
20

Ep (u):Ed(uz)_West
=12[f (e Keg))dQ,[fudQ

Wel= ol oMo® (p o2 e ) (u@® e )Qdzdodr
= pawac2lIR'/4
Ee=(1+v)o-v(t,o)l

Gzz=0=6rz=092 =0



Eq=1(a) E & =0 - Y Cop
E €pp = Goo -y Or
Ecgog=(1+V)0o

et € = 1/2 (du/oM + (du/oM)T )

dU/OM =du/or 0 6 u=u(r)e,
0O Ur O
0] 0] X
e= a 0 O
0O a O
0 0 x
Inversion
ox = E/1-v2 (g +V egg)
ceg = E/1-v2 (899 +V SIT)
o = E/1-vZggqg

Eq= 12 [[[ B/ (1 - v?) (2a2 + 2va?) r dO dr dz
= 1/2 B/(1-v) 222 (2I1) (e) R2/2

Wext=pﬂ)zep2H R4/4

JdEp/da =0
=E/ 1-v 2alleR?-p 0?2 R?2Ile R?

a=p ?R2(1-v) /4B
a =(((E/1-v ) 2)/(pe?/2 R2))’!
AR =u(R)

=aR
=(p @w?R2(1-v))/4E



€, = Al/p
Ee,, = (1+V ) 6,, - V(O + Cgo)
L — -VIE ( O + (599)

€pz=- Vv/E (Grr + (599)
=-V/IE E/(1-V2) (ex+V € + €0 + VEx )
=-V/(1-v) (e IT + € gp)

-v/(1-v) (2a)

-0,3/0,7 * (2a)

=-Al/l

Ae=¢g, ¢

=(-v/1-v) p 2a

=(-2vp @?*R?e)/4E
AR/Ae = ((1-v)R/4)/(-vp/2) =-0,7/0,6 Rle
Cep = \ 02 + Ogo?
or=E/(1-v) a=ogg

E/(1-V?) (& + Y €00)

Geq=V2 E/(1-V) a
pw?R?*( v)/4E

AN. : 0, =61 MPa

o(rz)=¢,-2 €x2=Pp-po /po =>0w/0z

3 barres

Poutres

Poutre : toutes les
solicitations

Barre traction/
compression

A 4




élargir sur

1 Analyse du treillis Ep =f u; vy

Ed (ij)?

NP

ALij = ( Uj— Ui) Cij

Translation

Rotation

Allongement



Barre Uj Ui Cij ALij ALij / Lij ED (1] )
1 2 0 u; X y -vVy -vi/p 1/2 ES/L v, 2
] Vi 'y
(1 3) 0 wx | x+y/N2 |-u-viA2 up-vi/21 | 12(BESA2 D/(ug-vy)/2
+Viy
(1 4) 0 u; X X+y/N2 | u=vi /N2 | w=vi2l [ 12(BSAN2 Di(uy-vi)/2
+Viy

Eq=1/2 /" ESg? dx
ALjj /L

A Analyse du treilli

Ed:leh,V]

Eq (treillis) = X Eq4 (barres
=1/2ES/2 vi2+ 1/2 ES/2Y21 [ (ug+vi)2 + (us-v1)? ]
=1/2ES/2 vi2+ 1/2 ESN2l (u;2 +v2)

y u(0)=0
T u(0)=0
A uz(0)=0
Vi
(9_, A
X
u
u (0)=u
ux(0) =v;
Mf53(0)=0

Ep (poutre ) f°deuy, v,
Ep = 1/2 o/* (ES g2+ EI Uy") dx




Traction + Flexion sous Bernouilli

U X)=ax+b

U, (x) =d°3 = Cx® + dx2 + ex +f

dR/dx +0=0 => N(x)=cste
T, (x) = cste

N =ES 111'
Mf3 =EI UQ"

u; (x) CA

U, (0)=0, U; (x) =Uy/L (L-x)
U, (L)=0

aL+b=0
b=u1

U;(x) =U/L (L —x)

A

U; (x)

0

g =u (x)=-u;/L
u, (x) CA
u, (X)=CX3+dX2+eX+f

Uz (0)=w
U, (L)=0
U, (L)=0

f=V1
ClL2+dlL2+eL +v; =0
3CL2+2dL+e=0

f= \'%%)
Cl+ei+v =0
e =-3el?



reste une inconnue d
0E,/op =0

d=0

Verif

U,"(0)=0

c=v/21° Us (x)=vi/2P x* 3/2 vi/lL x +v;
e=-3 v /2l

Eq (poutre) = 1/2 oJL ES (/L2 +EI3v,/L x)2dx

=1/2ES/L U;2 +1/2El/L? (9v;2) L’ /3

q 1/2 (3EI/L%) v, 2

\

B Structure Entiere

E, = By (treillis) +Eq (poutre ) - W ¢
Ep, (ur, vi) =172 -ES/p vi2+ 1/2 ES/ vyl (ui?+v?) + 1/2 ES/L ui2 +1/2 3EV/LY vi2 -Pyv,

Solution => Ed minimale
A

0 Ep/du; =0

dEp/dv, =1




association parallele de resorts

U =0
V, =P/ ((ES/p + ES/(N2 1)) + 3EI/L?)

aEd/8u1=8Wext/8u1
aEd/Bvl = 8Wext/8V1

I(ES/V2 1) + ES/L 0
|

10 (ES/p + ESN21)+3EI/L* || v, |

Remarque => f = Py + Qx
=> Si on retire (13)

[ Tu =Q
Vi P
F =F +F
=k Al+k, Al
=(k; + ko)
k ki

Contrainte maxi
Treillis
U, =0

g1 (12) =-v;/p => le plus constraint
e (13) =-vi/2p

barre (12) 6 max=€Vvi/ p

[Tl
[

I
| P



* Poutre ?

EIU,"=3v,/L> X ¢ =1

ol

en Xx =L

m f o =3El vy /L2

Poutre

Gmalevlfmax/I/h
=(3Elv,/12/d/h)
=3Eh/L2 * v,

0 max / Omax(12) =(3 Eh/L2 * v;) /(Ev,/p)
=3hl/1? <<«

L~=1
h << L

barre (12) le + sollicité
on< Re/s

E/p ( Pcritique /+ +) = Re/s
Vi

\4



\4

zZ
€= 0 U=u(x,y)ex+ Vv(X,y) e
0
0O 0 o0

Révolution a 1 élément

B

VY

Exprimer U(u,v) en fonction de Uy, U;, Ug



Triangle quelconque

M; X3
Y3

M X,
M, X, Y,

aire 20 M;j, M, , M3
non alignés
U(u,v) =N; (x,y) UM + Na (x,y) U (M2) + N3 (x,y) U (M3)
U.x,y2)=UM) => N; (x,y)=1
Ni (x2,y2) =0
Ni (x3,y3) =0
ax;+by;+c=1

axo+ by, +¢c=0

ax3+by;+c=0



\4

X
X1 Y1 1 a 1
X, Yy, 1 = 0]
X3 Y3 1 C 0
detS= X, Y, I = X=-X)Y3-Y)-(X3-X)(Y2-Y)
X5 X, Y>-Y, 0

X3-X Y:-Y, 0

a=1 Y 1 =Y -Y;
0 Y2 1
0 y3 1 det S
det S
b= X; 1 I = X3 - X3
X, 0 |
X3 0 1 det S
det S
c= X1 Y1 1 = X2Y3—X3Y2
X2 Yo O
X3 Y3 0] det S



Application

X3=0
Y;=2L

X,=0
Y,=0

det S = (-2L)(2L)
=412

N;(x,y) = (62L/-412)x+(0/L?»)y+0
=x/2L

UQ)=xL)U)+H((L-x-y)2L) UR)+(y/2L) U (3)

ED=1/2(U; U, Us V; V, V3)[K°] U

U,
Us
Vi
Vs
\%
Ed=12 () ][Jtr(eKe)d Q
U => ¢ ==0c=Ke =>Ed
x/2L 2L-x-y 2L 'y 0 0 0
0 0 0 x2L N, Nj
U= x/2L 2l—=x-y/2L y/L 0 0 0
0 0 0 x/2L N, N3



& = 0u/ox = (1/2L) U; — (1/2L) U,
gyy = OV/dy = (-1/2L) V5 + (1/2L)V;
€xy = 1/2(du/dy + dv/0x)
=1/2 [ (-1/L) Uy + (1 /2L)U5 + (1/2L)V; —(1/2L)U;]

ex =12L 1 -1 0 0 O O U

£y 000 0 0 0 U
Exy 0-12 172 12 -172 0 U;
Eyx 0-12 172 12 -1/2 0 V;
V,
V3

Relation de comportement / cas de déformation plane
Ee=(14+v)o-y(tro) 1

€, =0
= (14V) 64, - V(0xx + Oyy + G ;)

Oz = V( Oxx + ny)

tI'G:GXX+ny+'Y(Gxx+ny)
=(1 +V) (ot Oyy)

Eex = (1+V) 64 - V(1+V)(0xx+Gyy)
Egyy = (1+V) 6yy - V(1+ V)(0xxt0yy)
Eeyy = (1+V) oy

relation 6. en DP

oxx = B/(1+v)(1-2v) 1-v v 0 O Exx

Oyy v 1-v 0 0 gy
Oxy 0 012v0 gy
Oyx 0 0 0 1-2v gy

Eq = 172 otl] tr (c8) ds ©
=121l ¢" o ds
=1/2 2L%2) €' [C] ¢
=1/2 23 U [D]" [C][D] U
=1/2 U [2L?)[D]" [C][D]U

[Kl=QL)(12L2 1 0 0 0 E/(l1+y)(1-2v)
10 <12 122
00 172 12
00 172 172
0 -1 -12 12
01 0 0

1-v

S O o

[\



W e = (1) o] 25 (py)(x-y)ex) (2L-y /2L u, ey + y/2L Us ey) dy
= (U, Uz) 4/3pgl?
2/3pgl?

aEd/ BUI = BWext/ aui

Eq=1/2 ((2/L2/2)e" [Cl &
=12U"[ (212 [D]" [C] [D]] U

[K]U=F
U, 0
U, F
U F
’ = ’ 1/2 ((2L22) ' [C &
\ 0
Vs 0
Vs 0
Ed=1/2 (212 U" [D] T [C] [D]
= U'[(21?» [D]" [DI[D]] U
2 Quadrilatere a 4 nceuds
A A
1 X, U
1 1 Y Y Vy
1
p) 1 )
M(x,
§<y> 4 X, Uy
Yy V.
0 3 X3 Us
Y3 V3
3 4 >
1 | E X
-1 -1




Um

<c
[

N, (x,y) = 1/4 (x+1)(y+1)
Ny (x,y) = -172 (x-1)(y+1)
N3 (x,y) = 1/4 (x-D)(y-1)
Ny (x,y) = -1/4 (x+1)(y-1)

De méme pour les coordonnées

NiNoNsNy, O 0 0 O
0 00 0 N;N2N3Ng

X(X,y) = X]N](X,y) + X2N2 + X3N3 + X4N4

y(X,¥) = YINi + YoN» + Y3N3 +Y4Ny

NT OT X
O'N' Y

MEF => E, (U)
Objectif

Eq=1/2 E[Tr[ o (¢) ¢ ] dE
=1/2 e Tr[o(e)e] J dx dy

Intégration Numérique

Eq= 12 [U, Vi1 KE [UT VT

Intégration aux points de Gauss
=>Evaluée au point
calcul du poids
=>point par point
intégrale équivalente

Calcul de J (Jacobien)
F =0X/dx 0X/dy

dY/ox JY/dY



avec 9X/0x = 1/4 [Xi(y+1) — Xo(y+1) +X5(y-1)-Xy(y-D)]
= 1/4 [(Xy —Xo(y+2) — (X5 = Xg)(y - 1)]

et  dY/dy =1/4 [Yi(x+1) + Yo (x-1) = Y3 (x-1) - Y4 (x+1)]
= V4 [ (Yi-Ya)x+D+HY2-Y3)(x-1)]

0X/dy =0 9dY/0x =0
J=detF
=[ 0X/dx 9dY/dy - 0X/dy 9Y/dx ]
J=1/16 [[ (Xi-X2)(y+1) +(X3-Xa)(y-D] * [(Y1 = Ya) X+ 1) + (Y2 =Y3)(x-1) 1]

J=1716[[ (Xi-X2)(y+1) +(3-X)(y-DI[(Y1-Ya)(x+1) + (Y2-Y3)(x-D]]

[pour J =2 Aire (E) |
e(u)= oU/ox 1/2 (9U/Y + 0V/0X)
1/2( dU/dy +9V/dx) AV/dy
e=¢ex =1 0 0 0 dU/x
egyy 0 0 O 1 dU/dy
exy 0 1/2 1/2 0 dV/ox
eyx 0 12 120 aV/dy

JdU(x,y) / 0X =dudz/dxdX + dUdy/dyoX
JUX,y)/dY dudx/0dxdY + dUdy/dydY

dx/0X dy/dY dU/ox
0x/dY dy/dY dU/dy

F = 0X/0x 9X/dy = F' = 1/ detF 9Y/dy - dX/dy
dY/ox dY/dy -0X/dx  dX/ox

dUX = F! 0 Ju/ox
oU/9Y du/dy
IV/0X 0 (FH"  ovidx
oV/oY ov/dy



e=g =1 0 0 O
Eyy 0 0 0 1
Exy 0 121120
Exy 0 12 120

Ju/ox =N,' U
Finalement

e=B U
A%

avec B =

F' N, o' U
o FHY" N, T O' Vv
o' N,'
o' N,
U,
U,
U;
Uy
Vi
V,
\%
V4
F' 0 N, OF
o' N,
o' N,
oE = GTS

Eq=1/2 &l Tr{o(g)e]dE

=12 ¢ ' K" ¢ dE

Eq=1/2 (e[ULVIBD] &' K ¢ J dx dy

Eq =1/2 [U" V"] e] BTK¥ BJdxdy [U V]

K1

intégration numérique



Théorie des poutres

Théorie des plaques ~

1 Généralités

X
Plan moyen
h <<<<< L
Hypothese Cinématique: (Champ virtuel pour le thP.V.)
a) Les normales au plan moyen initial restent droites
=> Théorie de Reissner Mindlin z
A
7
Y 74

b) Théorie de Kirchhoff —Love-

Les normales au plan moyen initial restent droites et perpendiculaires au plan moyen

A

I 7 e




Déplacement initial

-T— M

Déplacement des corps rigides
Un* (x,y,2) = Un(x,y)* + 0On(x,y)* * mM

Uv* = Uxy) + o*xy) 0 = U* + oF vy
V*(x,y) 0,*(X,y) 0 V*E - oz
WH(x,y) ®,*(X,y) Z W

e* (Uv™) avec en* = Uxx*
= Uy* + oy* z
&y* = 112 (Ugy™* + Uy™®)
= 12U*+ Vi + oy, 2 - o™ 2)
ey = 12 (U™ + Uy™)
= 172 (oy* + W *)
gy = Uyy*
= V¥ - 0 7
g = 172 (Uy* +U,y*)
=172 (- + W *)
gzz* = Uz,z>X<

=0
e* (UM*) = ‘(3)0(:!< 8xy>!< 8xz>!<
k % k
Exy" &y &y

k

&zt &Y &F

Si les segments sont orthogonaux au plan moyen (Krisschoff — love )

A
zZ

=> W,x* = —(,Oy*

AR\
L/

\4
=




A
Z
=> W,y* = (Dx*
X -
g N -
A\
g* = Uy® - W 12(Uy* + V&) - W™ z 0
1205+ Vi*) - W * z Vit - W™z 0
0 0 0

Théoreéme des travaux virtuels = puissance

Pin® + Pext® = 0V U*

Pu* = -l Trce*]dQ

Pi* =- ] ™ sml (Oxx 8™ Oyy £yy* + 205y £xy%) dS dz

Pinc* == sl (a2l 0 (U W 2)+0y5(V 5 W gy 2)+05 (U #+V 5-2W ¥ 7) dz dS

h/2 h/2 h/2 h/2
Pinc* =- Sm.[ U,;;:/Zg-hn)j 2 Oxx dz + V,y>I< (}(1}/3 {( ) Oyy dz + U,y*‘"V,x”< (—h/2).[ ( )ny dz 'W,xy>l< (—h/Z)I( ) Oxx Z
dz - W o* ™ 6442 dz - 2W o * ()" 64y 2 dz

Puissance virtuelle des efforts interieurs

Pint>|< == Sm.[ ( Nxx 80xx* + Nyy 80xy* + 2ny 8oxy* + Mxx ’Yxx* + Myy Yyy* 21v[xy ny*) dS

=-Sm| [Tr [N &*] + Tr[ M y* ]]dS
Nxx ny U,x>I< 1/2(Ij,y>I< +V,x*) Mxx Mxy ‘\N,xx>I< ‘V\'i,xyﬂ<
Nyy Nyy 12U * + V¥V * M,y Myy W =W ¥
Effort de Contraintes planes Moment Courbures

tension



TPV

Pinc™ + Pex™

div (divM) +Pyq =0 Sur S
nMn = Mrd surd2 Sm
div (Mn) + (t. Mn),s =Rd
[ttMn]p = Rdp

Calcul de structure
Elément isoparamétrique

élément de référence

y A

©,

Transfo

/

Géom

\ 4

\ 4

élément réel

@ M; X;

Y3

rmation

S

Strique




A
1SO 3 U=z1lxy x y 0 0 0 U
0 0 O0lxy x y U
Us;
\%
A%
Y Vs
‘\/ Les fonctions d'interpolation permettant de definir le
- déplacement en tout point de 1'é1ément iso
1 2
REEL
Y a M; x3  Position de M € E*
Y3
M, X =Ixyx y 0 0 0 x
X1 X2
M Y 0 0 O Ixvy x y X3
yi
y2
Y3
M; X, O<x<l X,y parametres coordonne
Y2 O<y<l1 des sommets

X

Ed (élément réel)

exx = dU/dX = dU/dx dx/dX + dU/dy dy/dX
eyy = dU/0Y = dU/dx 0x/dY + dU/dy dy/dY

exy = 1/2 (JU/AY + 9U/IX)

Transformation
xy) (X)Y)
F gradient de la fonction de transformation
F = |0X/dx BX/By = -Xi +X5 -Xi + X3
dY/ox  dY/dy Yi+Y2 Yi+Y;3

dU/0X = |0x/0X dy/dX | du/dx

oU/0Y 0x/dY dy/dY | du/dy

(FH!



du/ox = |0X/0x 0JY/ox | dU/0X

du/dy 0X/dy dY/dy| 0JU/QY

FT

X =(1-x-y)X; + xXp+ yX3
Y =(1-x-y)Y; +xY+ yY3

X-Xi=X-X)x+(X3-X1)y
Y—Y1=(Y2—Y1)X+(Y3—Yl)y

det S=(Xo -XD(Y3-Y) - (X3 -X)(Y2-Y))

I X - X Xs =Xl
1Y -Y, Y, - Yl

det S

(X -XDY2-Y)-(Y =Y)NX2- X))

(Xo-XD(Y3-Y) - (Y2 - YD(X3-Xy)

I X - X, X5 - Xyl
'Y -Y, Y;-Y/l
y =
det S
(X -XD)(Y3-Y)-(Y -Y)NX3-X))
(X2 -XD(Y3-Y) - (Yo-Y(X;5 - X))
(Y2-Yy)
0x/0X =
(X2 -XD(Y3-Y)-(Y2-Y)NX; - X))
(X2—-X1)
0x/9Y =

(X2-XD(Y3-Y1) - (Y2 - YDX3-X))



(Y3-Y1)

dy/dX =

(X2 -XD(Y3-Y)-(Y2-Y)NX; -Xy)

(X3-X1)

dy/dY =

(X2 -XD(Y3-Y)-(Y2-Y)NX;-Xy)
dU/0X = (F! 0 ou/ox
oU/0Y ou/dy
IV/0X (EH! Ov/0x
oV/oY 0 ov/dy
ex=0u/0dX
gy=0Vv/dY

&xy = 1/2 (0u/dY + dv/0X)
&x = 1 0 0 0 duldx
Eyy 0 0 0 1 OJuody

V2ey 0 N2/2N2/2 0 9v/ox

ov/dy
o=A(Tre)l+2pue
Oxx = A+20 A 0 g
Oyy A A+2u 0 gy
V2Vxy 0 0 2u 2 gxy Cas déformations plannes
Ju/ox =|-1 1.0 0 O O u;
DY)
du/dy -1 01 0 O O us
Vi
ov/ox 0O 0 0 -1 1 0 v
V3
ov/dy O 0 0 -1 0 1




u =[ Ix-y x vy 0 0 0 | w
uz

Vi
V2
V3
Eqa(2)=1/2 ol tr(e K &) dQ
Oxx Exx + Oyy Eyy + 2 Gxy Exy
Eq(2)=1/2 [] 2" Ao dS
=172 [[ " 1C 17 dS
= 172 [I ~u° [B]'[C][B] (*U®) dS
Eq=1/2 ol ~U*" [D"] [B"][C][B][D] (*U*) dS

= 1/2 (Aire élément) UT[AT)[DY[BY[C][B][D][A] U
Ke

L L

A
A 4
A

A 4

@ | ®

L
A 4
I 2
X, =0 X, =1 X; =
Y, =0 Y, =0 Y;=
1
L 2
[K(D]=1/2P (A+2W 0 U,

0 3§ 12 V2




2
[K@)] =12
3
[KG)] =12

=

Xl =1 X2 =1
Y =0 Y, = 1
M 0 u U,
A+ 3}.1 -A }H—u Uy
0 A+2u -A+2n) V,
0 0 7\. + 3}.1 V4
X =1 X, =1
Y = 0 Y, = 1
M 0 U U,
A+3u A -(Mp) Uy
0 A+2u -A+2n) V,



3 X =1 X, =21 X;= 12
Y =0 Y. =0 Y3=1
4
1 L 2
[K(D] =12 (A+2n) 0 U
0 U V,
Y = K2
12 2x6u  2u 0 0 U, =0
2u 2a6p 0 0 U, 0
0 0 2A+2u -2(M+2u) V,  pL2
0 0 -204+2u) 2A+6p V4 0

AM3u -(A+2u) va = PL /2
-(A2u) A3u vy 0
Hypothese cinématique
Segment de droite 1 plan moyen ont un déplacement de corps rigide et restent L au plan
moyen
f(x,y) Unm (x,y)
o (x,y)
U* u*-zW *

vE - zZW *
X*



g% = g™ +zy*

e =u* 12(uy*+v,*) +z W™ -W o *

%y % ® * %
172(uy*+v*) vy W iy -Wyy

Pint*=‘sm.[ N :g* +MY*]dS
N:g* < Tr [N g*] < Ny &%
ouN = (-h/2).[ ®2) odz et M= (—h/2).[ ) zodz

On peut séparer les problemes de tension des problemes de flexion

Oxy GOxx

/// X

Pb de tension = Pb de contrainte planes

=>divN + f44=0
Pb de flexion
Th PV
Pint® + Pex* =0 V u*

Pint = ‘I Mxx (’W,xx*) + Myy(’w,yy*) +2 Mxy (’W,xy*) ds

\4



// Rdp Tension

y

/

\ 4

Pint* =- .[ Mxx (‘W,xx * ) + Myy ( - W,yy*) +2 Mxy ( - W,xy*) ds

’YXX* ’Yyy* ny*
Pin* = qn | div(div MYW* ds - goem | [div M.n(t M 1),s]W* dI - gpen) n.M.10 (-W*,n)dT=[t.M n], W¥(p)
Pex* = sml Pa W ds + g2em/RaWHdT + gosm Ma(-W %) dT” + R, W(p)

div (div M) + P4 (x,y) = 0 sur s,
dive+f3=0en 3D

divMn+(tMn),s=Ry(s) surd, sm

force de Kirchoff
n M n =M, sur drs,

[tMn ]Jp =Ry, pour les points P

h/2 h/2
M- " odz= ™ o ofy dz

Champ de déplacement (approximation)

U u-zWj
v—zW,
w

E=¢g,+2



Relation de comportement en contrainte plane
e=1+v/E o -V/E tr[o]Id en2D ou3D
€= ch'l o}
c=K ¢
o =FE/1-vZ g,+veyy (1-V)eyy
(1-v)eyy Eyy+VExx
N= (-h/2)j 02 5 dz
=] ™ K e dz
= (] ™% Kep (60 +27) dz
=Kpéh
N =hK &
M = ] ™ 26 dz
=l "z K 8o dz
=] "z Ky (8o +27) dz
Y = W Wy
_W,Xy _W’yy
M = Ky & ] M zdz + Kep Y] 2 22 dz
=h’ K ¥
=h’E/ 12(1-v?) W VW (1-V)(-Wyy)

(1'V)('W,xy) 'W,yy 'VW,xx



Pb de flexion
Trouver (u,v,w) (x,y) et M qui verifient :
- I'équilibre : div (div M) + T4 =0

- les équations de liaison : W = Wysurd; Sy,
et -W,= wgsurd; Sy,

-relation de comportement : M =D K, v

Théoreme de 1'énergie

Eq=gn] Tr[My]dS
=] M:1I/DKcp'MdS => Eq4 (M)
=12 wmIDKpy:ydS => Eq(y)

Théoreme de 1'énergie potentielle : La solution minimise

E, (V) = Eq (V) — sm ) Pa W ds - gosm | (taW + My (-W,)) dI" - X Ry, W(p)

E. (M) = E4 (M) si les déplacements imposés sont nuls

Exemple
y -Rq
Wq=0 < Z
pour x =0
X
& I
Solution

M| 0 My=o=cste

o 0

div(divM)=0



équilibre OK

[t.Mn]awy=-Rd=(t(+) Mn -t-)Mn) @ar => o=Rd/2
-XxMy y M x

-0 Myy = O
n(+) = -x
t+) =y
t-)=y
4—
n(-) =x

[f(x) ] =1 (x+) - f(x-)

Déplacement Myy =D (1-v) (- W_yy)
Eh’/ 12 (1-v2) (1-v) ( - W,y)=Ra/2

W=-6(1+v)/Eh’ Ryxy



Systemes a masse et élasticité dissociées

Systeme a masse et €élasticité associées

MEF
k K
el X2

MX"+KX=F

Systeme a 2 d° de liberté

pfd = sur chaque masse = m x;" + 2kx; — kx, = F,

m X2" +- kX] + 2kX2 =F

m

0

0

m

X1'

X2"

"+ 12k -k [x1 = Fi(t)

-k 2k xo Fa(t)

Remarque = Th de Lagrange

.Eden3D =1/2 Qf Tr[e(U)Ke()]dQ

.0 f(U) =0f/U dU

f(x,y) : 0f =0f/dx dx + df/dy dy

SE=QJtr[e(U)Ke(BU)] dQ

(0(12xkx)=kxdx)

=-Tin® avec u* = 0du

enlD Eq(=U)=12kx(1/2)2+ 12k (X2-X1)2+ 12k X2

Tin® = - OE4( = -0U) = -X0Ey/0x; 8x; travail virtuel des efforts interieurs

1

Tin* = X F; 8x;

1



Tace™ =X m; x;" ) Xi
Rappel : Energie cinétique

T=12% m;(x'?

JT/9x;' =m; x;'

d/dt (dT/9x;") = m; xi" => Tye* = X d/dt (dT/0x;") & x;
Travail virtuel

Tin™® + Text™ = Tacc™

-YE4/0x; 0x; + X F; 8 x; = X d/dt (dT/9x;) d x;

-0E4/0x; + F; = d/dt (dT/0x;')

d/dt (dT/0x;") + 0E¢/dx; =F;  Théoreme de Lagrange
Ex:

T =1/2 (m; X, + myx,"?)

YOT/0xi' =m; X' + my X,

¥ d/dt oT/9x;' = m; X"+ my X»"

Eq = 1/2 kxi2 + 1/2k(x5 — X1)? + 1/2 kx,?

Y 0E4/0x; = kx1 + kxo + k(X1 — X2) + K(X1-X2)

/X1 => F; = mx;" + kx; — k(X»-x1)
F, = l'IlXZH + k(Xz—Xl) + kX2

Remarque

BEd=12X"K X
=1/2 [Xl,Xz] 2k -k X1

-k 2k X2

T=12XT M X'
=1/2 [ X]' Xz‘] m O Xl'
0 m Xz'

D/dt(dT/0X) + JEd/0X => MX" + KX



2.2 Systéme amorti

X1 X2
— e
'
F] FZ
s s
C

pfd= m;x;" = k(x—=x) +C(x2'—x;") + Fi +
m X" = k(X1 —x2)+C((x1' = x2) +F> + ...

Ou bien en définissant un potential de dissipation

D=12C (x2'—x1')?

Eq=1/2 k (x2-x1)?]

Lagrange d/dt (dT/dx;") + dE4/dx; + dD/0; =F;

m; x;" —k(x; —=x1) - C(x2' = x1) + = F,

=>Mx"+Kx +Cx'+F

ou C est la matrice d'amortissement

X mouvement libre

Mx"+Kx+Cx' =0 avecx=Xe" etx' =rx
M +K+1C)X=0

methode directe

r=tiodet (M + K +1C)=0

= o, D;:2d° ?m; O possible si le nombre de d° de liberté est faible
0 rZm;

* méme pour un mouvement forcé

F(t) = Fsin Q => x= Xe'™

Complexe



Cas particulier ot C est proportionnelle a M et K
C=aM+BK
1) On résoud Mx" + Kx =0
= o, D
2) "M d;=0et
O K®; =0 Vi#]
O'CD;=0
n
On cherche x = X @ g;
i=1

;" (Mx" + Kx + Cx'=F)

izl,k (I)iT M @; qi" + (I)iT K(Diqi +
Masse modale raideur modale
mi k;

n systemes a 1 degré de liberté a résoudre

3. Systeme a n degrés de liberté

Mx"+Kx+Cx'=F

Avec M déduit de T

T=12x"Mx

EqU) =12x"Kx TTV ou Lagrange
D=12x"Cx'

Dans la pratique , on fait un changement de variable
x= Ay avecdim (y) <<< dim x

[x] =[A] [y] => Approximation

xT=yT Al

T=12y" ATMAYy

(DiT C (I)i qi' = (I)iT F
amortissement modal
Ci



M* : matrice masse réduite

Eq=12y" ATKAy

K* matrice de raideur réduite
Remaque :

Si A : base ds mods propres ©
=> K* diagonale [D;,D,,....... ]
de méme pour
D=12y"ATCAY
~ C* matrice d'amortissement réduite,
3.2 Résolution
* méthode directe ( petits systemes)
* méthode d'approximation
Changement de variables
x=Ay
[x] =[ALAs,....] [Y1,Y2,-..] dim(y) <<<< dim(x)
Meéthode de Rayleigh Ritz
Theoreme des travaux virtuels
ATMAY' +ATKAy+ATCAy =0
M* K*
Lagrange : systeme libre
=> résolution directe
=> méthodes itératives
y(1)=a,®; + a,D; + ....

K*' M* y (1) = y(0) => @,
®;, M, 03

Cas particulier dim y = 1
Méthode de Rayleigh



ATMAY' +ATKAy=0
1 d° de liberté = m*y' + k* y =0 => Solution ® = Vk*/m*

Ex poutre en flexion

/N /\

1 er mode

on peut prendre pour A

2 eme mode




Element finis

1) Systeme a masse et €lsticirté dissociés
2) Systéme a masse et elasticité associés

1 Poutres

A

Théoreme des travaux virtuels

Tine * + Tex ¥ = Taee™ = 0 ] pU" Uy’ dQ

ol dive+ fd=oy Uy* dQ vV Up*

Un (X1,X2,X3,t) = Uy, (X1,0) + 0(x1,t) A X

Tac*=a | p WKLY+ @'(x,H) A X) (U* + 0 A X) dQ
remarque

U @A XdQ =0 ] "U, 0¥ A" XdQ=0

N1

\4



T =0 pu" x,t)+ 0" (x,0) " X) (U* + 0* X ) dQ
;" torsion 0 " x”. M3"X»
" flexion X2 -M" X3
;" flexion x5 ;" X,
Tacc*:OILPU"U*SdXI + o)t sj[(ﬁ)z" ™ x3% + 3" '3 X2?)
— (0" 3%X0X3 + 03" W *X7X3)
+(1)1"C01*(X22+X32)]dX1 ds

=0l putur dx; + of" p (" @* L+ @3 '0s* Iz + 0" * Ildx,

Ti ¥+ Tew ¥ =0 " U" Ut d x; + o] "l 0" o* dx,

I=|, 0 O
0 L O
0 0 &

Equations locales
OR(x,t)/dx; +Ry= pU"

8M/8X1+N1’\R+Md: pI(l)"

I"N=0 >\
0T, -T; nul si a l'origine
0Ts Ts
Iz = j X3 2ds
I3 = j X22 ds
ler équation développée développement de la 2° équation locale
PB de Traction Compression PB de torsion

ON/Ox; +Rd;=pU,"S <« OMt/ox; = pL ®"S
8T2/8X1 +Rd, = P U," S aMt/aXZ -Ts= P L " S

dT3/0x; + Rd;=p U" S OMt/x3 +T2=p I3 ®3"S



IT 1) Probleme de Traction (idem en torsion)
ON/dx; =p S U; " =p S 92U/0t (x;,1)
Relation de comportement
N=ES 8U1/8x1
=>ES 02 U,/0x,2=p S 92U,/ot?
(Mt = p I, 0m,/0x; => ul, 9%/ dx; = p I, 9% ®; / It2)
Ui(x1,t) = u(x) f(t)
E uy; f(t) = E 02 U(x))/dx,2 f(t)

= p U (x)) 02 f(t)/ot?

=pU)E" ()
E/p U /U (x))=1"/f(t)

= cste
=- o7

V(x1) V()
T.T.V. poutre en tractio,
oI ESOU (x,0)/0x; U * dxi= o) pS (02U (x1,0)/02 U*dx,
Uyg (x1,t) = U(xy) f(t) et U* = U (xy)
~oJFES (U 2dx+f() =0l “pSu2(x))dx f' ()
f/f=-(ol" ES(U2dx (ol pSU2dx;)<0
= ")+ f(t)=0

ui+@p/E Ux) =0

f(t) = A sin o (t) + B cos w (t) f'=-w?f
pulsation propre

u(x;) = C sin (@ V(p/E) x;)+ D cos (@ V(p/E) x,)
0?U/ox2 = - &? p/EU

A, B : Condition initiale
C, D : Condition limite



Exemple

U(o)= N(L)= =ESUx (L)
= D=0
U, =C oVp/E cos (®p/E x))

Ua(@=0
=C 0 Vp/E cos (®Vp/E) L)

cos (0 Vp/E L)=0

o, = V(E/pL?) (2n—1)T1/2

n=1 o = V(EIT?/4pL2)
=\E/p TI2L

o, =VE/p TI/2L 3

ex .

L=1m

E =900 10° Pa

p =7800 kg / m’

ol =900 10°/7800  T1/2*1

=533 rd/s f1 =84,92 Hz
®2 = 1599 rd/s {2 =254.76 Hz



Systéeme a masse et élasticité dissociées

1 Poutres a masse et élasticité dissociées (traction = tensiont ;

flexion)

Solution exacte

1.3 méthode approchées du calcul des fréquences et modes propres

Méthode de Rayleigh — Ritz => approximation sur n champs de dépracement
cinématiquemebt admissible

Sin=1 =>Rayleigh
Les coefficients des fonctions déterminées par TPV ou Lagrange

n
U(X,t) =X Ui (X) Pi (t)
i=1

Energie Cinétique et déformation ( poutre)

* Traction
Eq =12 oJ"N U, dx

=1/2,/“ES U2 dx

=1/20J“ES [ U(x,t) / 9x ]2 dx
T =120]"pSVvzdx

=120/ pS[0URK,!)/t]2dx

* Torsion
Ed=1/2]"GIo [ dw(x,t) / 0x ] 2 dx
01(x,t) = 0(x) p(t)
T=120]"p [0 wi(x,t)/0x2]2dx

V =U2 ou U3

Methode de Rayleigh en traction



Ui, =u (x)P(t) p'=dy(t)dt
T=1/2,"p S[UX)?p?2
Eq=1/2¢["ES (u,)?dx p?

Uy = dU(x) / dx

* Lagrange
d/ot [dT/dp'] + JEp/dp =0
m k

o/ pS[ux)2dxp" + of" ES(Uy?dxp =0

0/ot[dT/Ip' =0/t 172 o [“p S [UX)2dx 2 p'
=0/ p S U dxp"

OEp/op =1/2 ¢J“ES (U,2dx 2 p
=oJ" ES (Uy?dx p

iot
p=¢

o= (] “ES (U,)2dx (o] “p S (U)2dx) 1 &re pulsation propre

* méthode de Rayleigh — ritz

U(x,t) = ui(x)pi(t) + uy (x) pa(t) + uz(x) ps (t) + ....

Ux,)=U"P=[U,,U,,Us,..] [P, Py, Ps,...]
[8[69)

[Ux.012=UxD" Ux.L)
[ux,nz2=P'UU"P
T=1/2,]"'p S oU(x,t)/0t dx
=12pT o["pSUTUdx p'
M
ex .
U(x,t) = Ui(x) pi(t) + Us (x) Py (1)
M=ol pSU2dx (]"pSU Uydx
o/ pSUUdx o] pSU2dx

ED =1/2 o] “ES [0U(x,t) / 9x ]2 dx



=12P (J"ESU,"U,dx P
Th Lagrange

MP"+KP=0
=> systeme de n d° de liberté

d/at (aT/dp") + dEd/0P = 0

P(t) =X e => det[K-?M]=0
1.4 Réponse a une exitation forcée
Rayleigh—Ritz TTV

O Wext = F(t) [ui(x) d p1 + Ua(x) dp2 + .....]
Force généralisées

F=F(t) Ui(x)
F(t) Ux(x)

ex :
F(t) =Fsin Q t

P =X sin Qt

Méthode modele

U(x,t) = @) (x) pi(t) + D2(x) pa(t) ou @; (x) mode propre du systeme libre

F(t) = F sin Q (t)

VAN AN
_A_ _A_ => @; (x) sin (nIl/L x)

®; orthogonaux ol" p S®; d; dx =0 i

o]V ES @, @, dx =0



=> Mp"+ KP=F découplé

X 0 p' o+ | X 0 |= F
X X F
X X Fs
X 0 X F,
X
X
0 X

2° Systeme quelconques masses et élasticités associées et dissociées

Ex
M
p7 E,S’I7L
I I
JL A_ m=pSL
L2
M

a)ym <<<M
=>

k = raideur en flexion

A X Fr2
Fr2 < F
F-ky

A 4

T L2
y o= Vk/m




Mf =F/2 x
— EI yvv

F/2 x%/2 = cte = Ely'

y' (L/2)=0
=F/16 L2+ cte

F/4 x*/3 —F/16 L2 x + cte = Ely

y(0)=0=>cte =0

y(x) = F/EI ( x*/12 — 1.2x/16)

y(L/2) = F/EIL? (1/12%8 - -/16 %2)
=FL’/ 48 EI

F=48El/ L’y (L2)
k

solution => @?=48 EI/ ML’
m non négligeable

Méthode de Rayleigh

avec la fonction

Uz (x,0) = V(X) p(t)

y(x) = FI’ / 48 EI ( 3x/L — 4x’/L")
U, (x,t) = 3x/L—4x" /L?) p(t)

V(L/2) =1 => p(t) : déplacement en (L/x)

T,Eq T=T poutre + TM

=48 EI/ (M + 17/35 m )L’

M=0 => ?/ mexact?
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